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"Теория Максвелла

состоит из уравнений Максвелла"

Г. Герц
2.1. Вводные замечания

"Теперь мы видим как бы

сквозь тусклое стекло, гадательно..."

(1-е Коринф. 13-12)

Перед изучением электродинамики ещё раз обратим внимание на некоторые процедуры научного описания, знание которых весьма полезно при освоении предметного материала.

Мы знаем, что цель современного научного знания - объективное количественное описание объектов материального мира. В нашем зрительном восприятии этот мир представляет  собой совокупность цветных объемных фигур, изменяющих свои формы и/или положения относительно друг друга с различной быстротой. И эти цветные фигуры - всё, что мы зрительно воспринимаем либо непосредственно, либо с помощью приборов. Фигуры мы называем объектами, даём им названия, обозначаем их различными символами и задаем им свойства.

В рамках зрительного восприятия такими свойствами объектов являются оптические (освещённость, цвет) свойства и геометрические (форма, размеры, положение одних тел относительно других, быстрота изменения формы и положения).

В механике мы не изучали оптических свойств. Что касается механических свойств, то в рамках зрительных восприятий и в быту имеет место задание качественных оценок свойств: большой объём, малые размеры, толстая палка, худая девка, быстрая муха, кривая нога и т.п.

В науке используют строгое количественное описание свойств, описание с помощью физических величин. Для этого используют измерительные процедуры (см. I часть "Измерения в физике").

Физические величины "связывают" в функциональные зависимости, получая феноменологические закономерности, затем их переводят в математические уравнения и используют для получения значений различных параметров или получения других уравнений как следствий (см. часть II - функциональную схему решения проблем. Она использовалась при решении частных задач, но, вообще говоря, это общая схема действий в классической физике).

При решении физических проблем используют и универсальные принципы. Одни универсальные принципы могут непосредственно входить в систему уравнений (суперпозиций, симметрии), другие непосредственно в систему уравнений не входят, но служат получению новых знаний и обоснованию используемых методов: принцип математического построения мира, принцип причинности и т.п. Так, постулат о причинно-следственной связи позволяет рассматривать каждое наблюдаемое свойство объекта как следствие какой-либо причины. В соответствии с этим универсальным постулатом для любого наблюдаемого свойства можно найти (вернее, придумать) причину, и если для этой причины придумать способ измерений - то причина становится физической величиной, причём величиной, остающейся за рамкой зрительного восприятия. Так у объекта появляются скрытые от зрительного восприятия свойства, являющиеся причинами зрительно воспринимаемых свойств.

Так, представим себе, что мы наблюдаем отклонение тела от прямолинейного движения. Это отклонение мы можем измерить и составить функциональную зависимость величины отклонения 
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. Используя принцип причинности, мы можем придумать причину отклонения движения тела от прямолинейного и равномерного: причина отклонения есть взаимодействие рассматриваемого тела с другими телами; задать меру этой причине, название и символ и придумать способ измерения этой величины. Получим новую физическую величину - силу, определяемую как мера взаимодействия и обозначаемую символом 
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Так у объекта появилось зрительно не наблюдаемое физическое свойство. Таких свойств можно придумать много: масса, импульс, момент импульса, ... и т.п.; используя эти свойства, можно существенно расширить научные знания. (Массу иногда связывают с ощущением телесности, а силу - с ощущением мускульных усилий, но это лишь свободные субъективные ассоциации, не имеющие ничего общего с физическими величинами: массой и силой.)

Надо помнить: вводя физическую величину, надо обязательно задавать хотя бы принципиальный способ её измерения.

С другой стороны, при описании поведения объекта используют математические величины и операции.

Надо чётко различать функциональную связь физических величин, полученную как результат использования измерительных процедур, и математическое описание, полученное как результат использования математических операций. Функциональная связь физических величин "работает" только в рамах составляющих её физических величин. Здесь под работой понимается нахождение одних параметров по значениям других, объяснение поведения объектов, физической природы механизмов, их связи и т.п.

Математическое описание позволяет комбинировать символы; заменять комбинации новыми символами, проводить операции с ними в рамках математических правил и т.п., в результате чего появляются новые математические объекты, не содержащиеся в изначальных математических образах феноменологических законов. При этом надо помнить, что изначально используемые символы - математические образы (модели) физических величин, а новые символы, получаемые при математических операциях - математические абстракции, которые служат эффективности вычислений и которые или играют промежуточную роль не оставаясь в конечном результате, или для них необходимо найти способ измерений, чтобы превратить их в физические величины.

Рассмотрим пример. Формула закона всемирного тяготения
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содержит физические величины: силу, массу, расстояние и экспериментальную константу. Она позволяет получать значения одних величин по известным другим, объяснять поведение объектов и т.п. Но физическую природу механизма взаимодействия этот закон не объясняет, поскольку не содержит соответствующих физических величин. Используя принцип причинности и, исходя из вида формулы закона, можно придумать различные механизмы взаимодействия, например, считать, что сила обладает "врождённым свойством" действовать мгновенно на расстоянии или считать, что существует переносчик взаимодействия от одного тела к другому (гравитационное поле). Однако пока не найдены способы измерения "мгновенности действия силы" или гравитационного поля, эти механизмы и утверждение, что тела приближает друг к другу Ангел Силы равноправны.

С другой стороны, с математической формулой можно проводить математические операции, комбинируя символы, входящие в формулу, и применяя к ним различные математические методы.

Пример. Для точечной массы 
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 и тела с распределённой плотностью 
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 найти силу тяготения.

Запишем закон тяготения в виде
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и назовём вектор
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напряжённостью поля тяготения в точке нахождения частицы 
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 (рис. 1). В таком представлении вектор 
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 (полученный комбинацией 
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) становится объектом математического поля и к нему можно применять методы математического поля (см. Механика. Гидродинамика.).

В теории поля напряжённость поля при определённых условиях может быть выражена как градиент некоторой скалярной величины, называемой потенциалом поля: 
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. Согласно теории поля, если задано произвольное распределение плотности вещества в пространстве 
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, то потенциал поля в каждой точке будет определяться уравнением 
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, где 
[image: image17.wmf]D

- оператор Лапласа, математическая конструкция, представляющая собой сумму вторых частных производных по координатам.

Таким образом, используя математические методы, при известном распределении плотности масс 
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 можно найти потенциал 
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 и напряжённость поля 
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 в каждой точке пространства. Зная напряжённость поля 
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 в какой-либо точке пространства и поместив туда массу
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m

, можно найти силу, действующую на неё в этой точке. Сила - измеримая величина и таким образом решена физическая задача с помощью математической теории поля, объекты которого - математические абстракции.

Таким образом, использование математических абстрактных объектов позволяет расширить классы решаемых задач. Однако при этом все введённые объекты и величины: поле, напряжённость, потенциал остаются величинами математическими. Значит, можно говорить о полевом математическом представлении закона взаимодействия масс, а не о физической полевой природе взаимодействия. Чтобы использовать для описания поле как материальный объект необходимо задать способ измерения параметров поля: напряжённости, потенциала...

При этом способ измерения должен не зависеть от закона Всемирного тяготения: другими словами, надо измерить напряжённость поля в точке 
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, создаваемой массой 
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 без помещения в точку 
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 какой-либо массы, поскольку наличие двух масс приводит к закону Всемирного тяготения. Сегодня таких способов измерения не придумано, и поэтому гравитационное поле - математическая абстракция, используемая при вычислениях. При изучении физических объектов возникает проблема наглядности. Наглядное (визуальное) представление физических объектов используется в различных целях, например, как средство понимания (особенно для непрофессионалов), как средство получения новой информации (в творческом процессе), как компактное представление заданной информации об объекте и т.п. Существуют различные способы представления наглядных образов "невидимых свойств" и среди них самый универсальный - изображение невидимых свойств через математические образы. В механике мы широко пользовались универсальным способом, представляя пространство системой координат, силу - геометрическим образом вектора, поле скоростей - линиями тока и т.п.

В других областях физики наряду с математическими образами используются и визуальные механические аналоги и схемы экспериментов. В этом мы позднее убедимся.

2.2.Электрический заряд
"В модели Кулона заряд...

определялся через свойство изменять

состояние движения другого заряда..."

Дж.К. Максвелл

Истоки учения об электромагнетизме начинаются в городе Милете, где в VI в. до Р.Х. местный натурфилософ Фалес наблюдал как янтарь, потёртый о шерсть, притягивал лёгкие предметы, а "магнесийский камень" (магнит) притягивал кусочки железа. Он же первый дал объяснение  наблюдаемому - как пишет Аристотель: "Фалес наделял душой даже неодушевлённое, поскольку полагал душу двигательным началом и поэтому считал, что магнесийский камень имеет душу, так как движет железо, и янтарь имеет душу, так как движет предметы". "Душевное" объяснение привело к тому, что люди стали считать причину свойств янтаря и магнита одинаковой. Однако особого интереса у натурфилософов эти явления не вызвали и потому долгое время не изучались. Интерес к ним постепенно стал возникать в связи с практическими проблемами. Врач Филипп Аврелий Теофраст Бомбаст фон Гогенгейм (известный как Парацельс) создаёт в XVI в. магнитную теорию Вселенной, согласно которой все основные свойства предметов и человека зависят от количества имеющейся у них магнитной энергии. При этом Парацельс делает вывод, что с помощью магнитной энергии можно исцелять любые заболевания. Под магнитной энергией понималась и энергия "минерального магнетизма", и энергия, выделяемая людьми. Начинается изучение магнетизма в двух его проявлениях, и в 1600 г. появляется первое исследование по минеральному магнетизму, выполненное другим врачом, придворным медиком английской королевы Елизаветы У. Гильбертом "О магните, магнитных телах и большом магните Земли", в котором утверждается, что Земля есть гигантский магнит, что каждый магнит имеет два полюса - "северный" (положительный) и "южный" (отрицательный). При этом одноимённые полюса отталкиваются, а разноименные притягиваются и каждый из полюсов притягивает куски железа.

Гильберт изучал и явления, связанные с янтарём и обнаружил, что свойствами янтаря - притягивать предметы - обладают и другие материалы, например, сургуч, потёртый мехом, или стекло, натёртое шёлком. Для описания этих свойств Гильберт ввёл термин "электричество". Из наблюдений следовало, что электричество тоже бывает двух родов - положительное и отрицательное, при этом два тела, обладающие электричеством одного рода отталкиваются, а разных родов - притягиваются. Кроме того, Гильберт обнаружил, что тела, обладающие электричеством разного рода можно изолировать один от другого, а для магнитных тел этого сделать нельзя. Таким образом, Гильберт впервые разграничил электрические и магнитные явления. Причиной наблюдаемых явлений стали считать наличие в телах флюидов, т.е. гипотетических жидкостей, которые не имели веса, цвета, запаха и т.п. - другими словами, сами по себе не ощущались ни визуально, ни осязательно и т.п. Считалось, что тело, не обладающее электрическими свойствами, имеет одинаковое количество жидкостей обоих знаков; когда равенство нарушается, тело приобретает электрические свойства, причём знак определяется избытком соответствующей жидкости. Используя флюидную теорию, пришедшую на смену "душевной", можно было качественно объяснять электрические явления.

С приходом новой науки возникла проблема количественного описания электрических явлений, целью которого являлось нахождение функциональной связи измеряемых величин. Однако эталона электрических жидкостей не было. Можно было для определения меры электричества использовать другой способ - нахождение её величины из феноменологической зависимости, но зависимости такой тоже не было.

Проблема была решена в 1785 г. Кулоном, который на созданных им крутильных весах, изначально предназначенных для измерения вязкости жидкостей, открыл закон, названный его именем. Справедливости ради, надо отметить, что первым этот закон открыл в 1770 г. Г. Кавендиш, но, будучи не уверен в результате, не опубликовал его.

Итак, у Кулона не было ни меры электричества, ни закона взаимодействия, однако к тому времени был известен закон всемирного тяготения, и можно было допустить, что в случае электрических явлений для двух точечных тел, содержащих количества электрических жидкостей 
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 сила взаимодействия 
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где 
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 - коэффициент, а 
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 - расстояние между телами.

Оставалось проверить закон эмпирически. Зависимость силы 
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 от расстояния 
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 как 
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 проверялась на опыте непосредственно: для этого два произвольно заряженных тела помещались на различных расстояниях и измерялись расстояние 
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 и сила 
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Чтобы определить зависимость силы от количества электрической жидкости был использован такой приём: четыре точечных тела заряжались неизвестными количествами электрической жидкости (главное условие -неизменность количества жидкости в каждом теле в течение времени измерений), затем их тела помещали попарно на одинаковых расстояниях (первое - со вторым, третье - с третьим, первое - с четвёртым, второе - с третьим , ...) и измеряли силу взаимодействия. Это давало возможность находить отношения количеств жидкостей, содержащихся в каждом теле и сил. Если закон угадан правильно, то имеют место соотношения: 
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 и подобные им. 

Здесь индексы 1, 2, 3, 4 - означают номера тел. Эксперименты подтвердили, что такие соотношения имеют место.

Таким образом был установлен закон взаимодействия двух точечных тел, имеющих электрические жидкости в количествах 
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Однако таким путём можно было определить только отношение величин 
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, сама же единица электрической жидкости (позднее термин "электрическая жидкость" заменили на термин "электричество"), т.е. электричества, может быть выбрана произвольно. Самое простое было положить в законе 
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Из закона следовало, что в случае двух тел с равными количествами электричества 
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. Если взять два таких точечных тела, поместить их на расстоянии 1 см, то при силе взаимодействия между ними в 1 дину, можно считать, что каждое из тел содержит единичное количество электричества.
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Эта единица электричества носит название: одна абсолютная электростатическая единица электричества. Количество электричества получило название электрический заряд. Таким образом, в законе Кулона идёт речь о взаимодействии двух точечных зарядов. Если закон используется в системе единиц измерений, где основными механическими величинами являются величины системы CGS (сантиметры, грамм, секунда), а основной электрической величиной является электрический заряд (выраженный в единицах системы CGSE), то выражение для закона имеет вид: 
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В настоящее время принято использовать систему СИ. Механические единицы системы измерений в системе СИ - метр, килограмм, секунда, а основной единицей электрической величины является 
[image: image46.wmf]I

 - сила тока в 1 а (ампер). (Сила тока 
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 и заряд 
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 связаны соотношением 
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Положив 
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, получим единицу заряда 
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 (кулон). Поскольку заряд не является в системе СИ основной величиной, то в законе Кулона появляется коэффициент, который записывается в виде 
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 и выражение для закона принимает вид: 
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Выражение для математического образа (модели) имеет вид 
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 - вектор, проведённый из заряда 1 к заряду 2.

Итак, заряд - мера электричества. В законе Кулона заряд - величина скалярная, определяющая интенсивность электрического взаимодействия двух тел - и всё!

Величины, определяющие физическую природу заряда, в закон не входят: другими словами, заряд отвечает за силовое взаимодействие, но что он из себя представляет - вот в чём вопрос. Ответа закон Кулона не даёт, других законов для статических зарядов обнаружено не было и потому в разные времена люди придумывали различные представления: монофлюид, дифлюид, весово-электрический атом Вебера, место сгущения электрического поля Фарадея, объект электронной теории...

Экспериментально было обнаружено:

1. Закон сохранения электрического заряда: электрический заряд любого изолированного тела или изолированной системы тел сохраняется. 

2. Релятивистская инвариантность заряда: полный электрический заряд изолированной системы является релятивистки инвариантным (не зависит от скорости).

3. Квантование заряда: существуют минимальные элементарные положительный +1,6-10-19 К и равный ему по величине отрицательный -1,6-10-19 К заряды. Заряд любого тела кратен этому числу. В математических теориях существуют объекты с дробными (по отношению к элементарному заряду) зарядами 
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 - величина элементарного заряда), но мы знаем, что математически абстракции могут иметь любые формы и значения. Экспериментально дробные заряды не обнаружены.

4. Сила взаимодействия двух точечных зарядов не изменяется при наличии третьего точечного заряда. Таким образом, справедлив принцип суперпозиций электростатических сил: сила Кулона, действующая на точечный заряд со стороны системы точечных зарядов, равна векторной сумме кулоновских сил, действующих на этот заряд со стороны каждого из зарядов системы. Этот принцип может быть выражен формулой 
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 - сила, действующая на заряд 
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 со стороны точечного заряда 
[image: image65.wmf]1

q

; 
[image: image66.wmf]N

- число точечных зарядов системы.

5. Не существует электрического заряда, свободного от тела. Заряд -свойство тела. Поэтому, когда мы говорим "электрический заряд", то имеем в виду электрически заряженное тело.

Мы знаем, что при измерениях используются физические модели объектов, а при вычислениях - их математические образы.

Основными моделями в электродинамике являются:

а) точечный заряд (заряжённая материальная точка) как скалярная величина обычно обозначается просто буквой (символом) с указанием знака: 
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б) система точечных зарядов (совокупность заряженных материальных точек, взаимодействующих между собой внутренними силами).

Полный электрический заряд системы 
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 равен алгебраической сумме зарядов 
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в) Если заряд распределён по всему объёму тела, то вводится физическая величина, которая называется объёмная плотность заряда - 
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. Для определения плотности объёмного заряда в какой-либо 
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-области тела выбирают в этой области такой объём  
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Математическая модель объёмной плотности, согласно общим правилам 
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, а общий заряд 
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, где интегрирование производится по всему объёму тела.

г) Если заряд распределён только по поверхности тела, то вводится физическая величина, которая называется поверхностная плотность заряда 
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. Проводя операции, аналогичные тем, что были проведены при определении объёмной плотности заряда, получим, что как физическая величина плотность поверхностных зарядов 
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 - поверхностный заряд, расположенный на поверхности 
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, полный заряд 
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, математический образ 
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, где интегрирование производится по всей поверхности.

д) Существуют протяжённые тела (нити, верёвки), в которых вводится линейная плотность заряда 
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, т.е. заряд, приходящийся на единицу длины. Проводя операции, аналогичные операциям, проведённым при определении объёмной и поверхностной плотностей зарядов, находим, что линейная плотность заряда 
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 - количество заряда, содержащегося на отрезке длины тела, а полный заряд 
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. Математические модели соответственно 
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, где интегрирование происходит по всей длине тела.

2.3. Электростатическое поле

"Фарадей видел среду там, где они не видели ничего,

кроме расстояния. Фарадей искал источник явлений

                                         в реальных процессах, происходящих в среде.

                                                 Они же были удовлетворены тем, что нашли его в                                действующей на расстоянии силе, приложенной к электрическим флюидам"

Дж.К. Максвелл
2.3.1. Электрическое поле в вакууме.

Напряжённость электрического поля

Основной закон электростатики, закон Кулона, даёт количественное описание силового взаимодействия двух точечных зарядов. Согласно принципу причинности, это взаимодействие есть следствие каких-то скрытых причин. Надо придумать такую причину и количественно её описать с использованием измерительных процедур - в этом случае причина становится физической.

Таких причин было придумано две:

1. Заряды имеют свойство мгновенно действовать друг на друга независимо от расстояния и окружающей среды (дальнодействие). Нужен эксперимент, доказывающий мгновенность взаимодействия - такового нет.

2. Изолированный заряд 
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 создаёт вокруг себя область, в каждой точке которой имеют место электрические свойства, характеризующиеся вектором 
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 и если в какую-либо точку около заряда помещают другой заряд 
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, то он взаимодействует с этим свойством (вектором 
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Нужен эксперимент, доказывающий существование электрических свойств, обусловленных зарядом в окружающем заряд пространстве.

Если вокруг электрического заряда разместить порошок диэлектрика, или вокруг магнита разместить железные опилки, то и диэлектрические порошинки, и железные опилки будут располагаться упорядоченно, образуя линии различной формы (имеется в виду, что формы линий, образующиеся порошинками, будут отличаться от формы линий, образующихся опилками).

Первым такие линии наблюдал М. Фарадей. Существование таких электрических (магнитных) линий он принял за экспериментальное доказательство электрической (магнитной) среды вокруг зарядов (магнитов). Эта среда была названа электрическим (магнитным) полем. При этом причину возникновения самих электрических линий он объяснил упругими деформациями гипотетической среды - эфира, а сами электрические заряды определил как места сгущения силовых линий. Ему казалось, что он не только обнаружил экспериментально области электрических и магнитных сред, но и изобрёл метод визуального наблюдения за свойствами этих сред.

Увы, поведение диэлектрического порошка и железных опилок объяснялось в рамках феноменологических законов Кулона (закона взаимодействия электрических зарядов и закона взаимодействия магнитных зарядов - см. далее), т.е. без привлечения электрических и магнитных параметров окружающей среды.

Любое физическое объяснение проводится с помощью физических величин. Так, в данном случае надо было ввести физическую величину, характеризующую электрические свойства среды, т.е. поставить в соответствие вектору 
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 измеряемую величину 
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 и, используя эту величину, проводить объяснение. Однако до сих пор способа задания величины 
[image: image100.wmf]E

 как физической не придумано. Таким образом, вопрос о причине взаимодействия электрических зарядов в электростатике - вопрос открытый.

Но "нет худа без добра". Ошибочный взгляд Фарадея привёл к интенсивности работ в областях физики, связанных с электромагнетизмом. Так, с работами М. Фарадея познакомился Максвелл и написал свою первую работу "О силовых линиях Фарадея", где попытался перевести физические исследования Фарадея на язык математики. Основная цель Максвелла заключалась в описании всех электромагнитных явлений в рамках единой математической теории, и поэтому как силовые линии Фарадея, так и другие электрические и магнитные явления Максвелл рассматривал как явления, которые независимо от их природы можно было описать в рамках математических моделей. Для создания единой электромагнитной теории Максвелл использовал разработанный им "метод аналогий". Суть метода Максвелл описал так: "под физической аналогией я разумею частное сходство между законами двух каких-нибудь областей науки, благодаря которому одна является иллюстрацией другой".

Таким образом, можно было взять какую-нибудь область науки (например, гидромеханику), для которой имелся хорошо разработанный математический аппарат и визуально наблюдаемые физические явления (ламинарное и турбулентное течение жидкостей, стационарные и нестационарные потоки и т.п.), постулировать аналогию между наблюдаемым поведением какого-либо гидромеханического процесса и поведением какого-либо электромагнитного процесса и рассмотреть гидромеханический процесс как визуальную аналоговую модель невидимого электромагнитного процесса, при этом математическое описание обоих процессов одинаково. Математическое описание служит средством, на основе которого можно развивать знания дальше и получать в конечном итоге результаты, которые можно проверить на опыте, а визуальная модель оставляет себе роль аналогии, существующей для понимания. При этом не имеет значения описывает ли математическая модель реальный физический механизм или служит средством описания. Цель метода - получить математические приёмы и формулы, необходимые для описания.

Следуя своему методу, Максвелл постулирует, что поток жидкости в трубках своей скоростью представляет напряжённость электрической силы, а своим направлением - её направление. Стенки трубок при этом сводятся к математическим поверхностям, которые определяют направление движения жидкости, непрерывно заполняющей всё пространство. В результате математический объект описания жидкости - поток вектора скорости     
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 в качестве аналога приводит к математическому объекту описания электрического явления - потоку вектора напряжённости электрического поля 
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Графическое изображение потока скорости жидкости (реальное или математическое) становится аналоговым изображением потока напряжённости электрического поля, а формула служит средством математического описания электрических явлений и получения с её помощью новых формул и следствий, которые подлежат измерению. При этом природу самого поля (физическая она или математическая) знать нет необходимости. Так, используя гидромеханические аналоги, Максвелл построил теорию электромагнитных явлений, которую рассматривал как сугубо математическую. В отношении электростатических и магнитостатических явлений она и сегодня остаётся только математической, что касается явлений, связанных с электромагнитным полем, то были придуманы эксперименты, которые показали, что электромагнитное поле - это физическая реальность, так называемая полевая форма материи (см. далее).

Итак, в электростатике электрическое поле является полем математическим. Сегодня, когда с одной стороны, хорошо развита математическая теория поля, а с другой стороны, к любому явлению, независимо от его природы, можно применить математическое описание (важно выполнение математических условий) проблему описания взаимодействия электрических зарядов можно решить, не прибегая ни к каким аналогиям.

Итак, согласно математической модели поля, должна существовать область пространства, в каждой точке которой существует значение скалярной 
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. Возьмём заряд 
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, закрепим его в какой-либо точке и будем помещать в различные точки пространства вокруг заряда 
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 заряд 
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. Тогда в любой точке (в пределах окружающей заряд 
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 области) на заряд 
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 будет действовать сила 
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 (по закону Кулона) - т.е. область вокруг заряда 
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 может быть описана в рамках математической теории поля. Выделим параметры, относящиеся к заряду 
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, для этого разделим левую и правую часть на величину заряда 
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 и отношение обозначим символом 
[image: image114.wmf]E

. 
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. Назовём символ 
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 напряженностью электрического поля. Из отношений следует, что 
[image: image117.wmf]qE

F

=

. Математические формулы можно интерпретировать так: заряд 
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 создаёт вокруг себя электрическое поле, характеризующееся напряжённостью 
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 взаимодействует с электрическим полем заряда 
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, что приводит к силе взаимодействия 
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. Таким образом, в электростатике электростатическое поле есть способ описания кулоновского взаимодействия электрических зарядов с помощью математической теории поля.

Перейдём к рассмотрению электростатики в рамках математической теории поля. Итак, при рассмотрении кулоновского взаимодействия в полевом представлении была введена величина 
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 - "напряжённость электрического поля", определённая как отношение силы, действующей на заряд 
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 со стороны заряда 
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 к величине заряда 
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. В случае нескольких зарядов напряжённость поля в данной точке равна векторной сумме напряжённостей поля каждого из этих зарядов в отдельности (принцип суперпозиций напряжённостей). Следует помнить, что напряжённость (или, как её ещё называют, сила поля) не есть сила, которая приводит в движение заряженные тела (пондеромоторная сила). Сила, которая приводит тело в движение, равна произведению напряжённости на величину заряда тела: 
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Можно экспериментально измерить силу взаимодействия электрических зарядов в полевом представлении: для этого надо в каждую область пространства вокруг заданной системы зарядов поместить так называемый пробный заряд (обычно положительный) 
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, измерить силу, действующую на заряд 
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 в этой точке 
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 и разделив 
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  получить значение 
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 в этой точке.

Ещё раз отметим, что в данном случае напряжённость электрического поля 
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 - односимвольная запись отношения 
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 , а не доказательство существования физического электрического поля. Однако, определяя 
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 экспериментально, мы пользуемся измерениями свойств реальных тел, и здесь надо учитывать следующее: измеряя свойства системы зарядов с помощью пробного заряда, мы увеличиваем число зарядов на единицу, так как пробный заряд по сути вносится в систему зарядов. Ввод дополнительного заряда в систему реальных заряженных тел может привести к перераспределению зарядов на заряженных телах, сдвигу этих зарядов и т.п.

Чтобы эти эффекты были минимальны, заряд пробного тела должен быть по возможности как можно меньше, т.е. такой, чтобы его внесение не изменяло электрических свойств системы в пределах точности измерений. При использовании математической теории поля рассматривают полевые инварианты: поток, циркуляция, градиент (см. ранее).

Начнём рассмотрение с потока напряжённости электрического поля. По определению, элементарный поток вектора напряжённости электрического поля 
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- модуль вектора напряженности электрического поля, 
[image: image139.wmf]dS

 - модуль элемента поверхности, 
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 - угол между направлением вектора 
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 и нормалью к элементу поверхности. 
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 - - нормальная составляющая вектора 
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. Поток вектора 
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 через произвольную поверхность 
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 в центр сферической поверхности радиуса 
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 и вычислим поток вектора 
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 через эту поверхность 
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Итак, в этом случае поток 
[image: image151.wmf]E

r

 через сферическую поверхность пропорционален величине заряда 
[image: image152.wmf]Q

, находящегося в центре этой поверхности. Мы рассмотрели частный случай теоремы Гаусса-Остроградского, которая утверждает, что в произвольном электростатическом поле (в вакууме) поток вектора 
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 через замкнутую поверхность равен алгебраической сумме всех зарядов, находящихся внутри этой поверхности, делённой на 
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. В качестве зарядов могут быть тела любой формы с любым распределением заряда. Применение теоремы Гаусса-Остроградского существенно упрощает ряд задач электростатики (см. далее).

Объём замкнутой поверхности в теореме Гаусса произвольный. Между тем, при неравномерном распределении заряда, или поля, чтобы получить точную информацию о поле вектора 
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 необходимо рассматривать как можно меньшие объёмы замкнутых поверхностей.

Возьмём тело объёмом 
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, в котором имеется какое-либо распределение объёмной плотности заряда 
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. Разобьём тело на такие малые объёмы 
[image: image160.wmf]V

D

, в пределах которых плотность заряда постоянна. Каждый такой объём будет содержать количество заряда 
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 теорему Гаусса-Остроградского, получим
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, а чтобы узнать, что имеет место слева, надо заглянуть в справочник по математике. Заглянув, узнаем, что этот предел носит название "дивергенция вектора 
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 при использовании декартовой системы координат, имеет вид:
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 - проекции вектора 
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- частные производные проекций 
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 по соответствующим осям.

Таким образом 
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 - дифференциальное уравнение, которое является одним из основных уравнений электростатики. Места, в которых 
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, называют истоками поля, а сама величина 
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называется силой истоков поля. Такое название (истоки поля) дивергенция получила из-за того, что в гидродинамике дивергенция скорости жидкости 
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 имеет прямое физическое значение 
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 равна рассчитанному на единицу объёма количества жидкости, вытекающей из элемента 
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, окружающего рассматриваемую точку. Название "дивергенция" (по-латыни означает "расходимость") избрано для этой величины потому, что жидкость растекается или расходится только из тех точек или участков занимаемого пространства, в которых 
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. Очевидно, что в этих точках  должны быть расположены источники жидкости. По аналогии, можно говорить, что в точках, где 
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 расположены источники поля.

Для использования данного уравнения необходимо, чтобы в тех точках, где оно применяется, вектор был дифференцируемый, т.е. не имел разрывов. Поэтому для тех точек поля, где 
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 изменяется скачком, уравнение неприменимо. На поверхностях разрыва справедлива формула 
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 - поверхностная плотность заряда). Эту формулу иногда записывают символически в виде - 
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Заметим, что переход от интегрального представления теоремы Гаусса к её дифференциальному представлению можно реализовать прямым использованием аппарата математической теории поля. Там есть формула для произвольного вектора 
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слева - поток вектора 
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 через замкнутую поверхность, а справа - интеграл по объёму от дивергенции вектора 
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Поскольку объём произвольный, то равенство интегралов возможно при равенстве подынтегральных выражений, т.е. 
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2.3.1.1. Работа электрических сил

[image: image362.jpg]


Пусть заряд 
[image: image196.wmf]q

 перемещается из точки 1 в точку 2 в поле заряда 
[image: image197.wmf]Q

. Поскольку перемещение заряда 
[image: image198.wmf]q

 происходит под действием силы, то совершается работа. Величина этой работы 
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 (рис 1.).  Как видно из рисунка 
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 в математическую модель, получим
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Из выражения для работы следует, что

1. Работа кулоновских сил не зависит от формы пути, а определяется только положением начальной и конечной точек, т.е. кулоновские силы – силы потенциальные.
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2. Если ввести в рассмотрение вектор напряжённости электрического поля 
[image: image207.wmf]q
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, то выражение для работы можно записать как 
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 - тангенциальная составляющая вектора 
[image: image210.wmf]E
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 и можно утверждать, что электростатическое поле является полем потенциальным - работа, произведённая электростатическим полем, не зависит от формы пути.

Для единичного положительного заряда работа по замкнутому контуру равна нулю: 
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 совпадает с выражением циркуляции вектора 
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 (рис. 2). Из этого условия следует непрерывность тангенциальных слагающих напряжённости поля 
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Данное интегральное уравнение может быть приведено к дифференциальному виду. Дифференциальность уравнения означает, что замкнутый контур должен описывать бесконечно малую площадь 
[image: image215.wmf]dS

 стягивающуюся в точку 
[image: image216.wmf]P

. Поэтому для перехода к дифференциальному виду надо разделить левую и правую часть на 
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 и взять предел 
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 (рис. 3). В математической теории поля доказывается, что этот предел, где 
[image: image219.wmf]dS

 означает бесконечно малую площадку, проходящую через точку 
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 и перпендикулярную вектору 
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 (который, в свою очередь, имеет произвольное направление), равен слагающей ротора вектора 
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 по произвольному направлению 
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 в произвольной точке поля 
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В виду произвольности направления 
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 вектора ротор вектора 
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 во всех точках электростатического поля равен нулю: 
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Подчеркнём, что ротор - математический объект, полученный в результате математических операций, и нам нет необходимости знать как он получен - для нас важно знать его выражение как математического объекта и правила его использования, другими словами: конечная формула, по которой мы можем формально вычислить его значение.

В математике показано, что ротор произвольного вектора 
[image: image230.wmf]a
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 имеет вид (в декартовой системе координат)
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- проекции ротора на соответствующие оси: 
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Вектор 
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 - проекции вектора 
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Таким образом, в декартовой системе координат
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Обычно используют символические выражения
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[image: image365.jpg]


Ротору, как любому вектору, можно придать геометрический смысл. Рассмотрим вращение твёрдого тела с угловой скоростью 
[image: image242.wmf]w

 (рис. 4). Выберем ось 
[image: image243.wmf]z

 так, чтобы она совпадала с осью вращения и была направлена по 
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. Тогда линейная скорость 
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 точки тела 
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а слагающие её по осям координат
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Используя формулу для вычисления ротора, получим:
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или 
[image: image253.wmf]w

2

=

v

rot

r


Итак, 
[image: image254.wmf]0
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 в тех точках (и только в тех точках) тела, которые находятся во вращательном движении, описывая замкнутые траектории. Это и послужило основанием названия этого математического объекта - ротор (или вихрь ротора) (от латинского слова гоtо - "вращаю").

Отметим, что переход от интегрального представления (циркуляции вектора) к дифференциальному представлению (ротору) можно реализовать прямым использованием математического аппарата теории поля. В теории поля выведена формула 
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. Используя эту формулу, можно сразу прийти к выражению 
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2.3.1.2. Потенциал электростатического поля

Используя потенциальность электростатического поля, введём определение разности потенциалов: разность потенциалов 
[image: image257.wmf]j

D

 между двумя точками электростатического поля равна взятой с обратным знаком работе, совершаемой полем при перемещении единичного положительного заряда из первой точки во вторую: 
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. Если эти точки находятся на бесконечно близком расстоянии 
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, а разность потенциалов между точками 1 и 2 на конечном расстоянии 
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Потенциал точки 2 определён неоднозначно, так как работа измеряет только разность потенциалов, а не абсолютные величины каждого потенциала. Выберем точку 1 так, чтобы её потенциал был равен нулю - для этого в качестве такой точки возьмём бесконечно удалённую точку 
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. Таким образом, потенциал произвольной точки поля равен

работе, совершаемой силами поля при перемещении единичного положительного заряда из данной точки поля в бесконечность. При этих условиях потенциал 
[image: image265.wmf]j

 точечного заряда 
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 равен 
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- расстояние от заряда до рассматриваемой точки поля. Потенциал поля произвольной системы точечных зарядов равен сумме потенциалов полей каждого из этих зарядов в отдельности:  
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- расстояние точки поля с потенциалом 
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 от заряда 
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. В случае поверхностных зарядов потенциал
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, а в случае объемных зарядов потенциал 
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 и 
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 - соответственно плотность поверхностных и объёмных зарядов, 
[image: image277.wmf]R

 - расстояние точки поля, обладающей потенциалом 
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, от элемента поверхности 
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 и объёма 
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 соответственно.

Формулы для потенциалов поверхностных и объёмных зарядов получены с использованием формулы для потенциала точечных зарядов. Так, в случае поверхностных зарядов заряд каждой поверхности может быть разложен на совокупность элементарных зарядов бесконечно малых элементов поверхности 
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. Тогда, заменяя в формуле для потенциала точечных зарядов 
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 через 
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, и переходя к интегрированию, получим формулу для потенциала поверхностных зарядов. Аналогично выводится и формула для потенциала объёмных зарядов (в этом случае роль элементарных зарядов играют заряды 
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2.3.1.3. Связь вектора 
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 и потенциала 
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Из формул 
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. В математической теории поля показано, что в общем случае связь между 
[image: image291.wmf]E

r

 и 
[image: image292.wmf]j

 определена как 
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Мы знаем, что с математическими выражениями можно проводить различные математические операции, приводящие к новым выражениям, формулам, соотношениям, с помощью которых можно углублять знания, получать новые методы расчётов или возможность экспериментального подтверждения. С этой целью подвергнем формулу связи 
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 и 
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 математическим операциям, а именно: возьмём дивергенцию от обеих частей формулы: 
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 (см. ранее). Выражение для правой части находим в справочнике:
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Таким образом, в результате формального применения математических операций к выражению 
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 получаем дифференциальное уравнение 
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- оно носит название уравнение Пуассона. В тех областях, где 
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, уравнение имеет вид 
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 и носит название уравнение Лапласа. Использование этих уравнений позволяет расширить класс задач, решаемых в электростатике, однако при этом используются сложные математические операции и специальные приёмы, выходящие за рамки курса общей физики. В рамках курса общей физики эти уравнения используются в самых простых случаях, имеющих демонстрационный характер (см. далее).

 2.3.1.4. Графическое изображение электростатического поля

Из изученного материала следует, что для решения задач электростатики достаточно знать физические модели объектов, их математические образы, основные уравнения и математические операции (в данном случае под термином "знать" имеется в виду "уметь пользоваться"). При этом представлять наглядные образы изучаемых объектов нет необходимости. Однако таких, которые "блаженны не видевшие и уверовавшие" (от Иоанна, 20-29) мало, большинство людей хотят видеть и часто даже ищут "видимого" там, где его нет. Чтобы создать наглядные образы электрических явлений, можно использовать графическое представление силовых линий и эквипотенциальные поверхности - не образы свободных ассоциаций, а геометрически образы, строго описываемые аналитически.

По определению, электрической силовой линией называется линия, касательные к которой в каждой её точке совпадают по направлению с вектором напряжённости поля 
[image: image304.wmf]E
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 в той же точке. Чтобы построить такую линию, надо помнить, что через каждую точку поля можно провести только одну линию и что в каждой точке поля вектор 
[image: image305.wmf]E
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 имеет только одно направление. Допустим, что мы знаем значение 
[image: image306.wmf]E
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 в каждой точке поля. Возьмём точку 
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 и зададим направление 
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 в этой точке, отложим из точки 
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 произвольно малый отрезок в направлении и придём в точку 
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 где вектор 
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 может иметь другое направление,

зададим новое направление 
[image: image312.wmf]E
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 и отложим в этом направлении отрезок, придя в точку 
[image: image313.wmf]2
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 и т.д.

Полученная таким образом ломаная в пределе, т.е. при бесконечном уменьшении составляющих её отрезков, совпадает с искомой силовой линией. Однако проблему можно решить и чисто математически. Так как элемент длины 
[image: image314.wmf]dl

 силовой линии параллелен вектору 
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, то дифференциальное уравнение имеет вид 
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Решение этих уравнений даёт аналитическое выражение для силовой линии, которое можно построить и именно эта построенная фигура и есть наглядный образ силовой линии.

Нанести на чертёж все силовые линии невозможно, поэтому обычно силовые линии чертятся с таким расчётом, чтобы в любом участке поля число линий, пересекающих перпендикулярную к ним площадку единичной поверхности было пропорционально величине напряжённости поля на этой площадке. В этом случае густота расположения силовых линий может служить мерой напряжённости поля. При этом число линий, пересекающих произвольный элемент поверхности 
[image: image317.wmf]ds

, будет пропорционально произведению 
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 и проекции элемента 
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 на плоскость, перпендикулярную к 
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. Это произведение 
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 равно потоку вектора 
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 через элемент 
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. Поэтому, вместо термина "поток вектора через данную поверхность", употребляют иногда выражение "число силовых линий, пересекающих данную поверхность". Это число считается положительным или отрицательным в зависимости от того, пересекают ли силовые линии данную поверхность в направлении положительной (внешней) или отрицательной (внутренней) нормали к ней.

При указанном способе изображения силовых линий общее число этих линий, пересекающих любую замкнутую поверхность 
[image: image324.wmf]S

, пропорционально алгебраической сумме зарядов внутри неё, так как согласно теореме Гаусса сумма этих зарядов пропорциональна потоку векторов 
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 через поверхность 
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. В частности, число силовых линий, пересекающих любую замкнутую поверхность без зарядов равно нулю. Отсюда следует, что в свободных от зарядов участках поля силовые линии не могут начинаться и не могут оканчиваться. С другой стороны, они не могут быть замкнутыми, ибо тогда 
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. Таким образом, в электростатическом поле линии сил либо начинаются и оканчиваются на электрических зарядах, либо одним концом уходят в бесконечность.

Электростатическое поле обладает и потенциалом в каждой точке. Если взять точки поля, обладающие одним потенциалом, то совокупность этих точек, вообще говоря, образует поверхность, которая называется эквипотенциальной. Аналитически эта поверхность описывается уравнением
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. Если заряд 
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 движется по эквипотенциальной поверхности, то он не совершает работы, а значит, в каждой точке эквипотенциальной поверхности вектор 
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 направлен перпендикулярно к ней. Поэтому, зная картину силовых линий, можно, например, в плоскости построить картину эквипотенциальных поверхностей (вернее, их проекции на плоскость). При этом каждой поверхности можно задать соответствующее значение потенциалов. В этом случае получаем наглядное изображение силовых и энергетических характеристик электростатического поля - распределение вектора 
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 и потенциала 
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  (рис. 5). 
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2.3.1.5. Энергия взаимодействия электрических зарядов и энергия электростатического поля

Так как при перемещении электрических зарядов совершается определённая работа, то каждой системе зарядов надо приписать определённую энергию взаимодействия за счёт убыли которой и совершается работа 
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. Эту энергию взаимодействия будем называть просто электрической энергией 
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. Таким образом, согласно сказанному, 
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. Определим энергию двух точечных зарядов 
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 и 
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, находящихся на расстоянии 
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. Допустим, что заряд 
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 неподвижен, а заряд 
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 перемещается из точки 1 в точку 1`. Если 
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 в точке 1, а  
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 - в точке 1`, то работа 
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. Изменяя роль зарядов, получим 
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. Так как наблюдению доступны лишь изменение энергии, а не её абсолютная величина, то существует ещё аддитивная постоянная (от взаимного расположения зарядов не зависящая). Обычно взаимную энергию зарядов записывают в симметричной форме:
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Для системы зарядов взаимная энергия системы 
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-зарядов может быть выражена как 
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 - потенциал поля в точке, занимаемой зарядом 
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Таким образом 
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Для случая объёмных и поверхностных зарядов
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 - плотности объёмных и поверхностных зарядов. 

Используя это выражение, путём математических операций можно прийти к выражению для энергии как функции вектора напряжённости электрического поля 
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 называют полной электростатической энергией поля, величину 
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 - объемной плотностью энергии.
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